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Bayesian models contain many parameters. In this article, a Bayesian model for 

studying evolving scale-time  relationships in astronomy is investigated. Also, 

by using the Bayesian framework, finding the best parameter fit under a specific 

model of astronomical gravitational wave data with Markov chain Monte Carlo 

algorithm is discussed. In the end, the BCES estimators are introduced, which 

are used in extragalactic astronomy, and these estimators will be compared with 

WLS and OLS in a linear model of color versus absolute magnitude. 
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 مقدمه   -1
اند. دانشتمندان  ز آغاز، نجوم و آمار تاریخی در هم آمیخته با یکدیگر داشتتها

کردند و این باعث  شتناستی استتفاده میهای ستتارهاز ابزار آمار در تحلیل داده

همچنین درك بهتر او از عالم شتده استت. در این مقاله  بهبود شتناخت بشتر و  

در    2 )رگرستیون خطی( خطی  برازش  1های بیزیبیشتتر بر کاربردهای تحلیل

کنیم. همچنین یک روش بیزی  ها نجوم و اخترفیزیک تمرکز میتحلیتل داده

کنیم. برای مشتاهده کاربردهای  معرفی می  3جامع برای تحلیل امواج گرانشتی

 [ مراجعه کرد.  8]  توان بهآمار در اختر فیزیک می

خطی کاربرد وسیعی در تحقیقات نجومی امروزه دارد. به    برازشتحلیل  

شناسی فراکهکشانی، روابط بین دمای اشعه ایکس و  عنوان مثال در ستاره 

ای برخوردار است که  های کهکشانی از اهمیت ویژهسرعت پراکندگی خوشه

تحلیل  می با  تحلیل  برازشتواند  ویژگی  بیشتر  شود.  بررسی  های  خطی 

ذاتیداده  پراکنش  نجومی  مقاله    .خطی هستند  برازشحول    ،های  این  در 

تولیرابطه وضوح رنگ حوزه کهکشان رابطه  تولمن   4فیشر -ها و  آزمون    5و 

خطای   های ذاتی و[ به تفصیل روی اثرات پراکندگی16گردند. در ]معرفی می

انجام شده است. در ]گیری در  اندازه  از  7برآورد شیب مطالعاتی  [ به یکی 

در   برجسته  اندازه  برازشمشکلات  خطای  تطبیق  یعنی  گیری  خطی 

اشاره می  6واریانسی ناهم ذاتی  پراکندگی  ]و  بیزی  10شود. در  [ یک روش 

[  12ها ارائه شد که ]داده   7بر اساس تابع درستنمایی  MLINMIXموسوم به  

های  این روش را با جایگزین کردن پیشین دریکله به جای استفاده از توزیع

داد. در تحلیل  تعمیم  مانند  آمیخته  متغیرهایی  به جای  اغلب  های نجومی 

سیاه خوشهچالهجرم  جرم  ستارهها،  نرخ  و  کهکشانی  شدههای  تولید    های 

ل مشاهده  کهکشان که قابل دسترس نیستند، به همبستگی بین مقادیر قاب

مورد    مند هستیم. محققان یک مجموعه متنوع از اعتقادات پیشین درعلاقه

های موجود در اختیار دارند و  ها و حجم اطلاعات ناکافی از دادهعلت پدیده

تواند به بسیاری از سوالات منجمان پاسخ دهد. توزیع  از این رو تحلیل بیز می

پیشینی که پارامتر فیزیکی آن یک منبع انتشار نور باشد را تا قبل از انجام  

ی مکان  توانند به محدوده توان شناخت. مشاهدات نجومی میآزمایش نمی 

  8توان در توزیع پیشین رویدادها کمک کند و همچنین این اطلاعات را می

 برای پارامترهای مکان و در جست و جوی امواج گرانشی به کار گرفت.

دهیم و سپس کاربرد  ابتدا تعریفی از امواج گرانشی ارائه می 2در بخش 

اشعه گاما مطرح می انفجار  بیز را در تحلیل  این  قضیه  کنیم. همچنین در 

انتخاب بهترین مدل را بررسی کرده در   بخش چگونگی برآورد پارامترها و 

الگوریتم از  منظور  این  برای  مونت کاپایان  مارکوف   9رلوییهای زنجیرهای 

(MCMC  )کنیم.  استفاده می 

 
1. Bayesian analysis 

2. linear regression 

3. gravitational wave 

4. Tully-Fisher relation 

5. Tolman test 

6. inhomogeneity 

7. likelihood function 

8. prior distribution 

9. Markov Chain Monte Carlo 

هایی که دارای  با داده  برازشهای  مشکلات مهم برازش مدل  3در بخش  

واریانسی از معلوم بودن انحراف معیار، و مجهول بودن  گیری ناهمخطای اندازه

برآورد    برازشدهیم. در اینجا دو روش  پراکندگی ذاتی هستند را نشان می

کنیم دار را تعریف میکمترین مربعات معمولی و برآورد کمترین مربعات وزن

نیمساز    برازشخطی وابسته هستند. در ادامه    برازشکه هر دو روش فقط به  

انتها این روش با استفاده از یک  متعامد نیز مطرح می  برازشو   گردند. در 

شبیه از  نجومی،  داده  استفاده  مجموعه  برآوردگرها  محاسبه  برای  سازی 

 کنیم. می

گذاری خطی، انحراف  پس از معرفی مفاهیمی چون مقیاس  4در بخش  

ازی به  ساز خطی بودن، اندازه عدم قطعیت و پراکنش ذاتی، به کمک شبیه

 پردازیم. بررسی این مفاهیم می

 نجوم   ي در امواج گرانش  يزيب هايکاربرد روش - 2

که توسط میدان گرانشی تولید  موجی است    در علم فیزیک، موج گرانشی

از    1916در سال    10شود. وجود این نوع از امواج توسط آلبرت انیشتین می

به کمک تأسیسات   2016و صد سال بعد، در سال    11طریق نظریه نسبیت عام 

LIGO  ( به طور تجربی مشاهده  12سنج لیزری )رصدخانه امواج گرانشی تداخل

دو سایت اصلی در ایالت متحده آمریکا که میزبان    2 و  1 های  [. شکل1]  گردید

دهد. موج گرانشی به طور نظری انرژی  هستند را نشان می  LIGOسنج  تداخل 

،  13سازی های گرانشی قابل آشکارکند. منابع موجتابشی گرانشی را منتقل می

سیستم  دوتایی شامل  ستاره  کوتوله    14های  آن  اعضای  از  یکی  که  است 

نوترونی 15سفید  ستاره  سیاه   16،  در    17چاله یا  گرانشی  امواج  ردیابی  باشد. 

کیهان و  میفیزیک  قرار  بررسی  مورد  عام  شناسی  نسبیت  فرضیه  گیرد. 

سال پیش ارائه شد و نظریه دیگری به نام نظریه تورم    100انیشتین حدود  

های ریزی  کیهانی در دهه هشتاد میلادی مطرح شد. امواج گرانشی مثل چین

کنند. این امواج  جا میدر تار و پود هستی هستند و انرژی را در کیهان جابه

اند، اما در  زمینه کیهان در ترنم بودههزار سال پس از مهبانگ در پس  380از  

تبدیل   بسیار سرد  امواج  به  داغ  از پلاسمای بسیار  این زمان طولانی  طول 

ناشی از    2016در سال    LIGOاند. موج مشاهده شده توسط تأسیسات  شده 

 و در فاصله  برابر جرم خورشید  29و    36های تقریبی  چاله با جرمادغام دو سیاه 

ترین اقدامات در  میلیارد سال نوری از زمین بود. این کشف یکی از مهم 3.1

دهد که برای  شود و به دانشمندان امکان میاخترشناسی و فیزیک ارزیابی می

ای که کیهان از نیستی به هستی نخستین بار پژواك انفجار بزرگ یعنی لحظه

میلیارد سال بشنوند. محققان یک مجموعه متنوع از    13.82آمد را پس از  

های  ها و حجم اطلاعات ناکافی از دادهاعتقادات پیشین در مورد علت پدیده 

اصل   در  آیا  که  است  این  بیز  تحلیل  کاربرد  یک  دارند.  اختیار  در  موجود 

GRB گاما اشعه  )انفجار  کهکشانی18ها  مشاهده   (  )برای  بودند.  کیهانی  یا 

10. Albert Einstein 

11. general relativity 

12. Laser Interferometer Gravitational-wave Observatory 

13. decryption 

14. binary stars 

15. white dwarf 

16. general relativity 

17. black holes 

18. Gamma Ray Bursts 
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[ مراجعه نمایید.( پیشینی را که پارامتر فیزیکی 5،11،13] جزئیات بیشتر به

 توان شناخت. آن یک منبع انتشار نور باشد، تا قبل از انجام آزمایش نمی

 

 
 ( LHO1در هانفورد، واشنگتن) LIGO: ایستگاه 1شکل

(https://www.nbcnews.com/science/science-news/advanced-ligo-facility-hits-milestone-hunt-gravity-

waves-n361701) 

 
 (LLO2در لیوینگستون، لوئیزیانا)  LIGO: ایستگاه 2شکل

(https://www.ligo.org/news/blind-injection.php) 

 

پارامترهای مدل اغلب شامل پارامتر مکان و پارامتر مقیاس هستند. پارامتر  

مکان به تعریف منشأ بستگی دارد. انتخاب توزیع پیشین باید نسبت به محل  

یعنی   باشد،  ناوردا  مبدأ  𝑃(𝑥|𝐼)تغییرات  = 1/Δ𝑥  آن در  Δ𝑥که  =

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑚𝑎𝑥. 

پارامترهای مقیاس، مانند فاصله تا منبع انتشار نور، همیشه مثبت هستند.       

ستاره  ادغام جرم  مثال،  از طریق  چالهای سیاهبرای  به چند صد    LIGOها 

Mpc    قابل کشف و شناسایی هستند. حالا فرض کنید یک پیشین یکنواخت

های  ها در دهک درصد نمونه  90مورد نظر است.   Mpc 100 در محدوده صفر تا

خواهندپایانی   در   توزیع  مقیاس  پارامتر  لگاریتم  از  استفاده  بنابراین  بود. 

مقیاس مدل  پارامتر  برای  جفریز  پیشین  یک  کردن  متناسب  یا   𝑥سازی 

 تر است و لذا  عمومی

𝑃(𝑥|𝐼) =
1

𝑥 𝑙𝑛(
𝑥𝑚𝑎𝑥
𝑥𝑚𝑖𝑛)

.
 

استفاده از مشاهدات نجومی متعارف به عنوان یک         یک کاربرد مناسب 

محرك برای جست و جوی امواج گرانشی مستقیم است. به عنوان مثال تجزیه 

تحلیل   شده  LIGOو  انجام  گاما  اشعه  انفجار  و  ابرنواخترها  است.   برای 

که  مکان رویدادها کمک کند و این  توانند به محدودهمشاهدات نجومی می

 
1. LIGO Hanford Observatory 

2. LIGO Livingston Observatory 

توان در توزیع پیشین برای پارامترهای مکان و در جست  این اطلاعات را می

 و جوی امواج گرانشی به کار گرفت.  

 

 برآورد پارامتر و انتخاب مدل  1-2

باشند که به وسیله بردار    Mها از نتایج تعدادی فرایند با مدل  اگر داده     

اند، برای برآورد تابع چگالی احتمال از قضیه  پارامتری شده𝜃 مقادیر فیزیکی

 کنیم:استفاده میبیز  

(1)  𝑃(𝜃⃗|𝑑,𝑀) =
𝑃(𝑑|𝜃⃗⃗⃗,𝑀)𝑃(𝜃⃗⃗⃗,𝑀)

𝑃(𝑑,𝑀)
 

𝑃(𝑑,𝑀) که در آن = ∫𝑃(𝜃⃗,𝑀)𝑃(𝑑|𝜃⃗,𝑀)𝑑𝜃⃗ . 
(، جایی که  MAP)  3بیشینه مطلق تابع احتمال، یا نقطه بیشینه پسین      

درخواست   مورد  فرضیه  برای  برازش«  »بهترین  مقادیر  مدل  پارامترهای 

توزیع   توسط  پارامترها  مقادیر  آن  وزنهستند،  می پیشین  روش   شوند.دار 

( همراه نقاط گسسته توزیع در سراسر فضای پارامتر  1دیگری ارزیابی معادله )

برنامه از  بسیاری  در  متأسفانه  تعداد  است.  گرانشی  امواج  کاربردی  های 

داری  پارامترهای مورد نیاز برای توصیف سیگنال زیاد هستند و ناحیه معنی

وزن پسین به طور کلی یک میزان ناچیزی از کل حجم پیشین را تصرف  

 کند.  می

کلی  دهیم. به طورها برازش میدو مدل رقیب با بعدهای مختلف به داده     

یک مدل با ابعاد بالا، بهترین برازش را به یک مجموعه داده تولید خواهد  

مختلف، با پارامترهای گوناگون بر    که تعدادی مدلکرد. این حقیقت، زمانی

گیری  روند تصمیم  کند.شود، یک محدودیت را ایجاد میها برازش میداده

مناسب انتخاب  دارد  برای  را  برازش  بهترین  که  مدلی  به  فقط  مدل  ترین 

-سازی امواج گرانشی، این قضایای مختلف، می بستگی ندارد. در زمینه آشکار 

می استفاده  مدل  منابع  در  که  اضافی  فیزیکی  پارامترهای  یا  توانند  شود، 

 گیرند.  برها است را درمشمول منابع اضافی در داده

های قابل اعتماد از امواج گرانشی،  بینیترین اشکال در پیشیکی از مهم     

اجرام ستارهنتایج به از مدار  اشیاء متراکم )مانند ستارهدست آمده  های  ای 

این حقیقت    های اغتشاش بر پایهکوتوله سفید( درون کهکشان است. مدل

توانند با  می  ونی(های مارپیچی دوتایی )حلز چالههستند که شکل موج سیاه 

از کوتوله اگر  یک ترکیبب خطی  بنابراین،  های سفید دوتایی نوشته شوند. 

سیاه  یک  موج  دادهشکل  طریق  از  مارپیچی  شدهچاله  کدگذاری  باشد،    ها 

های سفید دوتایی، در یک تحلیل انتخاب  تواند برای یک مجموعه از کوتولهمی

𝑃(𝑀|𝑑)به صورت    Mل  مدل گمراه کننده باشد. قضیه بیز برای مد  =

𝑃(𝑑|𝑀)𝑃(𝑀)/𝑃(𝑑)  در بود.  فرضیات   خواهد  مدل  انتخاب  مسأله 

داده هستند.  مدلگسسته  طریق  از  شده  𝑀𝑖های  ها  بنابراین  توصیف  اند. 

𝑃(𝑑|𝑀)    درآن که  است  احتمالی  برای   M تفسیر  مناسبی  توصیف 

منظور ساختن سؤالاتی ها را با دقت بیشتری بههاست. درعوض باید دادهداده 

این قبیل  میاز  مقایسه  خاص  مدل  دو  »چگونه  کنیم.  که  تهیه  شود؟« 

های پیشین از بین  های بخت پسین نیاز ما را برای دانستن همه فرضیهنسبت

3. posterior maximum point 



 مهدي شمس و فهيمه مومني                                                                                          و رگرسيوني در تحليل امواج گرانشي MCMCهاي روش

8 

ش
وه

پژ
ره 

دو
ی، 

رد
ارب

 ک
ی و

ظر
ک ن

يزي
ر ف

ي د
لم

ی ع
ها

1
ره 

ما
 ش

،
1

  ،
ار 

به
14

02
 

اندازه اطمینان کمی به اسم نسبت بخت برای یک  می برد و منجر به یک 

 شود، یعنی:مدل، نسبت به بقیه می

𝑂10 =
𝑃(𝑀1|𝑑)

𝑃(𝑀0|𝑑)
=
𝑃(𝑀1)𝑃(𝑑|𝑀1)

𝑃(𝑀0)𝑃(𝑑|𝑀0)
 

دارد. اگر    𝑀0روی    𝑀1بندی«  »بخت شرط ترین تفسیر را به عنوانکه ساده

𝑂10 = 𝑥    ،𝑀1   به𝑀0    با بخت𝑥    ترجیح دارد.   1به 

دهد که هر دو مدل وضعی این معنی را می  ،نسبت بخت تقریباً برابر با یک     

طور کلی، وقتی بایست مورد توجه قرار گیرند. بهدارند و هر دو مدل میبرابر  

 تر یا مساوی با سه است.  باشد، نسبت بخت بزرگ  𝑀1که ارجحیت با  

𝜌10 شود: بخت پیشینهای بخت معمولاً به دو جزء تجزیه مینسبت      =

𝑃(𝑀1)/𝑃(𝑀0) هایی که قبل از آزمایش تهیه  که هر اولویتی را بین مدل

میشده  منعکس  بیزاند  عامل  که  حالی  در  𝛽10 کند  = 𝑃(𝑑|𝑀1)/

𝑃(𝑑|𝑀0) درستنمایی تعریف  نسبت  در  دیگری،  روی  مدل  یک  های 

 های موجود است.  داده 

ها،  اگر دو مدل خصوصیاتی شبیه به هم داشته باشند در »برازش« به داده      

شود. بنابراین پارامترهای اضافی مدل  ترین بعد ترجیح داده می مدل با کم

 ها محدود شوند. باید توسط داده

به دو مدل        و  علاقه  𝑀1و    𝑀0برای مثال فرض کنید که  مند هستیم 

کار گرفته  به  𝑑ها را وقتی که داده توصیف شده  خواهیم عامل بیز بین آنمی

 𝜃دارای یک پارامتر واحد   𝑀1شود محاسبه کنیم. به علاوه فرض کنید  می

و   𝜃 با  𝑀0است  = 𝜃0 شده پیشین    پارامتری  یک  مثال  این  در  است. 

کنیم درستنمایی درنظر گرفته فرض می  Δ𝜃روی محدوده    𝜃یکنواخت برای  

مدل   میانگین    𝑀1برای  با  واریانس    𝜃𝑀𝐴𝑃نرمال  شواهد    𝜎2و  است. 

روی    𝑀1است. برای    𝑃(𝑑|𝜃0,𝑀0)فقط درستنمایی    𝑀0ای برای  حاشیه 

 کنیم:گیری میپارامترهای مدل انتگرال

𝑃(𝑑|𝑀1) = ∫ 𝑃(𝜃|𝑀1)𝑃(𝑑|𝜃,𝑀1)𝑑𝜃
Δ𝜃

=
1

Δ𝜃
∫ 𝑃(𝑑|𝜃,𝑀1)𝑑𝜃
Δ𝜃

= 𝑃(𝑑|𝜃,𝑀1)
𝛿𝜃

Δ𝜃
 

است    ساز است. عامل بیز برای این دو مدل عبارتثابت نرمال  𝛿𝜃که در آن 

 از: 

1

10

0 0

ˆ( , )
.

( , )

P d M

P d M

 


 
=

              
   

تابع توزیع پسین کناری پارامترهای نامحدود با مقادیر توزیع پیشین تطبیق     

روزرسانی فهم ما راجع به پارامتر  ها از بهبه این معنی که داده شود،داده می 

»متعلق« به مدل هستند یا نه  ها  گوی سؤالاتی که دادهپاسخ اند وناتوان بوده 

 .یستندن

 

 

 

 کارلوييهاي زنجيرهاي مارکوف مونتالگوريتم 2-2

مونتتکنیک      مارکوف  زنجیرهای  به  MCMC) کارلوییهای  مسائل  در   )

ی امواج  و در رابطه با مجموعه  ]6[اندحداقل رساندن ابعاد بزرگ حاضر شده

کنند.  برآورد پارامتر کمک میگرانشی، به اثر بخشی بزرگ خود در مسأله  

[(. دیدگاه  4،6،9های مشابه دیگری هم برای این منظور وجود دارد)]تکنیک

MCMC  هایی برای تولید نمونه از توزیع پسین  یک مجموعه قدرتمند از روش

های مورد نظر به دلیل  برداری مستقیم از تابع احتمالگیرد. نمونهرا در بر می

درستنمایی ارزیابی  به  پرنیاز  مدل  ابعاد  افزایش  مانند  کناری  هزینه  های 

,𝑥𝑖)های  هستند. فرض کنید نمونه 𝑥𝑖+1)  طور مستقل از یک تابع توزیع  به

 گرفته شده باشند و در شرایط تعادل    𝜋هدف  

𝜋(𝑥𝑖)𝑃(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖) = 𝜋(𝑥𝑖+1)𝑃(𝑥𝑖|𝑥𝑖+1)         (2) 

آن در  کنند که  از   صدق  انتقال  اگر    𝑥𝑖+1به    𝑥𝑖احتمال  اصل،  در  است. 

هایی از توزیع هدف  توانستیم نمونهدانستیم به راحتی میاحتمال انتقال را می

  𝑃(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)افتد. بنابراین  را تولید کنیم که متأسفانه این حالت اتفاق نمی

کنیم که احتمال  جایگزین می  𝑞(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)را با توزیع پیشنهادی دلخواه  

هستیم. بدون از    𝑥𝑖که در  است با توجه به این  𝑥𝑖+1پیشنهاد یک حرکت  

( با انتخابمان از  2) کنیم که سمت چپ معادلهدست دادن کلیت فرض می

𝜋(𝑥𝑖)𝑞(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)  توزیع پیشنهادی بیشتر مورد توجه است، یعنی >

𝜋(𝑥𝑖+1)𝑞(𝑥𝑖|𝑥𝑖+1)   .  پذیرش احتمال  باید  بالا  شرط  بازیابی  برای 

𝜅(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)  )پیشنهادی حرکت  پذیرش  از  )احتمال  یک  هر  در  را 

 شود: های نامساوی درنظر گرفت که منجر به معادله زیر میجهت 

     (3)  𝜋(𝑥𝑖)𝑞(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)𝜅(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖) =

𝜋(𝑥𝑖+1)𝑞(𝑥𝑖|𝑥𝑖+1)𝜅(𝑥𝑖|𝑥𝑖+1).     
می      که  پیشنهاد  𝜅(𝑥𝑖|𝑥𝑖+1)شود  = پس    1 شود.  گرفته  نظر  در 

دوباره    𝑥𝑖+1به    𝑥𝑖( را برای حل احتمال پذیرش انتقال از  3توانیم معادله )می

 بازنویسی کنیم:

1 1

1

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

i i i

i i

i i i

x q x x
x x

x q x x






+ +

+

+

=

 
شود. برای  ( نامیده میHمعادله بالا نسبت هستینگ )و جمله سمت راست  

این از  می  𝜅(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖)که  اطمینان  قرار  است،  احتمال  دهیم  یک 

𝜅(𝑥𝑖+1|𝑥𝑖) = 𝑚𝑖𝑛[ 1, 𝐻]  . 

پسین        توزیع  تابع  استنباط  به  مایل  پارامتر،  برآورد  مسأله  حل  در 

مدل هستیم. تابع احتمال با اولین انتخاب از بین برخی اعضای    𝜃پارامترهای  

𝜃𝑖نمونه در فضای پارامتری   = 𝜃𝑥    به عنوان اولین »اتصال« در زنجیر قابل

𝜃𝑖+1یت جدید  عمحاسبه است. حرکت بعدی به موق = 𝜃𝑦    با استفاده از

 𝜃𝑦پیشنهاد شده و مکان پیشنهادی    𝑞(𝜃𝑦|𝜃𝑥)ی  یک توزیع نرمال شده 

,𝜅[1با احتمال   𝐻]   با استفاده از نسبت هستینگ گرفته شده است: 

𝐻
𝜃⃗⃗⃗𝑥→𝜃⃗⃗⃗𝑦

=
𝑃(𝑑|𝜃𝑦)𝑃(𝜃𝑦)𝑞(𝜃𝑥|𝜃⃗𝑦)

𝑃(𝑑|𝜃𝑥)𝑃(𝜃𝑥)𝑞(𝜃𝑦|𝜃⃗𝑥)
. 
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گرفته شده است مقایسه   𝑈[0,1]که از   𝛾را با عدد تصادفی  𝜅درعمل،      

اگر  می 𝛾کنیم.  > 𝜅  می رد  و  حرکت  𝜃𝑖+1شود  = 𝜃𝑥    اگر 𝛾و  < 𝜅  

𝜃𝑖+1شود و  جدیدی پذیرش می یت  عموق = 𝜃𝑦    .است 

انتخاب توزیع پیشنهادی متقارن است که بدین ترتیب        یک عمل رایج، 

می بین  از  محاسبه هستینگ  در  آن  انتخاب  نیاز  توسط    𝑞(𝜃𝑦|𝜃𝑥)رود. 

تواند تابع توزیع پسین بهبود یافته را تغییر دهد. اگرچه توزیع  ساختار نمی

موق  پذیرش  نرخ  از  متأثر  پارامتری  یتعپیشنهادی  فضای  در  آزمایش  های 

بخش باشد. تکرار اولیه، به  است، تعداد تکرارها برای نمونه توأم باید رضایت

احتمال زیاد در  ها زنجیر معرفی میعنوان »سوخته« در نمونه شود که به 

محتمل است که مراحل  توزیع بیش از حد وزن زیادی دارند از این رو غیر

های اولیه به  توزیع هدف را نشان دهد. این نمونهمقدماتی اول زنجیر صحت 

اند، از یک توزیع ایستا  های باقیمانده دور ریخته شدهطوری که تمام نمونه

تعمیم هستند به عنوان مثال، با پرش    قابل  MCMCهای  هستند. روش  )مانا(

مونت مارکوف  زنجیر  نمونهRJMCMC)  کارلوییمعکوس  آن  در  هایی ( که 

انتخابی ساخته  همزمان از مدل های پسین اصلی و مدل پسین برای مدل 

روش  می این  شکلشوند.  به  رقیب  مدل  دو  برای  را  بیز  𝛽10 عامل  =

𝑀1/𝑀0  کندمحاسبه می. 

 

هاي نجومي و کاربرد آن در سطح  مدل خطي براي داده   -3

 روشنايي کهکشان 

دارد.    برازشتحلیل         امروزه  نجومی  تحقیقات  در  وسیعی  کاربرد  خطی 

های  های نجومی در پراکندگی تشخیص ویژگی تعداد زیادی از مجموعه داده

گیری وجود  گونی واریانس( خطای اندازهواریانسی )ناهمذاتی به علاوه در ناهم

از مشاهدهدارد. به عنوان مثال مقدار خطاها می ای به مشاهده دیگر  تواند 

شناسی فراکهکشانی، روابط بین دمای  تغییر کند. یک مثال جالب در ستاره

پراکندگی خوشه و سرعت  ایکس  مقاله  اشعه  این  در  است.  های کهکشانی 

فیشر و آزمون تولمن معرفی -ها و رابطه تولیرابطه وضوح رنگ حوزه کهکشان

سال  می در  تولمن  مقایسه    1930گردند.  جهت  درخشندگی آزمونی  بین 

های مختلف به عنوان تابعی از انتقال به سرخ معرفی کرد.  سطوح در کهکشان

گیری تابندگی یک کهکشان را از طریق  فیشر نیز امکان اندازه  -رابطه تولی

کند. مشکل اساسی این  متری آن فراهم میسانتی  21گیری پهنای خط  اندازه

سازد، به طوری  ی را پراکنده میروش این است که گرد و غبار به خوبی نور آب

های دیگر تحت تأثیر مقدار نامعلومی از جذب  که مشاهده نور آبی کهکشان

های  های خودی و گرد و غبار موجود در قرصناشی از گرد و غبار کهکشان

گیرد. دانشمندان متوجه شدند که نور مادون قرمز  کهکشانی دیگر قرار می

متری  سانتی  21به خوبی با پهنای خطوط    گیرد وتحت تأثیر جذب قرار نمی

میکهکشان پیوند  محلی  گروه  میهای  بنابراین  تابندگییابند.  های  توانیم 

ها استنتاج  متری آنسانتی  21ها را از پهنای خطوط مادون قرمزی کهکشان

توانیم فاصله و لذا مقداری  کنیم. از طریق مقایسه با شارهای مادون قرمز می 

اندازه خطاهای  گرفتن  نادیده  آوریم.  دست  به  هابل  ثابت  برای  و  را  گیری 

شود. در  دانان نجومی منجر میهای نادرست فیزیکها به استنباطپراکندگی

گیری  خطای اندازه  های ذاتی وبه تفصیل روی اثرات پراکندگی  ]16[مقاله  

در برآورد شیب مطالعاتی انجام شده است و در بسیاری از حالات که خطای  

توان این حقیقت را مشاهده کرد. برای مثال در  گیری ناچیز است، میندازها

حالتی از آزمون سطح روشنایی تولمن معمولاً خطا در انتقال به سرخ ناچیز  

  ]7[شود. در  است که با خطا و پراکندگی ذاتی در سطح روشنایی مقایسه می

اندازه خطای  تطبیق  ناهمبه  از  گیری  یکی  که  ذاتی  پراکندگی  و  واریانسی 

در   برجسته  می  برازشمشکلات  اشاره  است،  روشخطی  تنها  های  شود. 

ناهم  برازشی با  متداول،  اندازهموجود  خطای  برقرار  واریانسی  ارتباط  گیری 

کنند که اساس این فرض درست است که متغیرها در غیاب خطای اندازه  می

اند یک  ض شدهگیری، پراکندگی ذاتی ندارد. این نقاطی که به درستی فر

 .  ]7[دهندخط راست و یک همبستگی را نشان می

هایی که دارای  با داده  برازشیهای  در این مقاله مشکلات مهم برازش مدل

واریانسی از معلوم بودن انحراف معیار، و مجهول بودن  گیری ناهمخطای اندازه

اینهستند را نشان میپراکندگی ذاتی   که بین حالتی که  دهیم. تشخیص 

گیری وابسته است )در زبان آماری انحراف  گیری به اندازهمقدار خطای اندازه

هر است.  مهم  بسیار  نیست  که  حالتی  و  معیار(  مجموعه    از  در  مورد  دو 

شوند )مثلاً مشاهدات با زمینه محدود شده در  های نجومی استفاده میداده 

مقابل منابع محدود شده(. در حالتی که واریانس، وابسته به مشاهدات باشد،  

شوند. در اینجا  ها بر اساس واریانس خطا، محاسبه میگیریروند وزن اندازه

  برازش کنیم که هر دو روش فقط به  متفاوت را تعریف می  برازشیدو روش  

مربعات    خطی وابسته هستند. روش اول تعمیمی مستقیم از برآوردگر کمترین

( است  𝑊𝐿𝑆)   دار( و روش دوم برآورد کمترین مربعات وزن𝑂𝐿𝑆معمولی ) 

گیری باشد و مقدار آن به مشاهدات  اندازهکه فقط وقتی متغیر پاسخ، خطای 

خطی ساده    برازشگیرد. در اینجا تنها به  وابسته نباشد مورد استفاده قرار می

می بررسی  توضیحی(  متغیر  یک  با  مدل  از  )یعنی  نیمساز    برازششود. 

𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)  های ذاتی(  ی دو متغیره و پراکندگی)خطاهای همبسته

تعمیم   ارائه  می  𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)برای  باقیمانده  استفاده  که  را   𝑋2کنیم 

می خطای  کمینه  موضوع  پاسخ،  متغیر  که  حالتی  به  فقط  ادامه  در  کند. 

گیری ندارد. بعد  کنیم که بزرگی بستگی به اندازه گیری است توجه میاندازه 

گردند که  متعامد مطرح می  𝐵𝐶𝐸𝑆  برازشو    𝐵𝐶𝐸𝑆نیمساز   برازشاز آن  

خطوط   جملات    برازشاین    𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋1|𝑋2)و    𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)با 

شوند. در انتها این روش را برای یک مجموعه داده نجومی اجرا  تعریف می

)برای رابطه رنگ    𝐵𝐶𝐸𝑆سازی برای محاسبه برآوردگر  کنیم و از شبیهمی

برآوردگر   و  می  𝑊𝐿𝑆درخشندگی(  استفاده  تولمن(  آزمون  کنیم.  )برای 

های اختر فیزیکی مشاهده شده برای نشان  طور که اشاره شد همبستگیهمان

گیری بستگی دارند.  ها به هر دو عامل طبیعی و خطای اندازهدادن پراکندگی

گیری تاثیرات متفاوتی دارد. در این  به هر حال انواع مختلف خطاهای اندازه

گیری مستقل از  که خطای اندازهحالت دو فرق اساسی وجود دارد. یکی این

اندازهکه خطای اندازهمتغیرهاست و دیگر این گیری وابسته است.  گیری به 

اندازه باشد، شیب  اگر خطای   𝑂𝐿𝑆گیری متغیرهای مستقل وجود داشته 

گیری به  گیرد در صورتی که اگر مقدار خطای اندازهتحت تاثیر آن قرار می

برآوردگر  اندازه دو  از  باشد، هیچ یک  وابسته  معتبر    𝑂𝐿𝑆و    𝑊𝐿𝑆گیری 



 مهدي شمس و فهيمه مومني                                                                                          و رگرسيوني در تحليل امواج گرانشي MCMCهاي روش

10 

ش
وه

پژ
ره 

دو
ی، 

رد
ارب

 ک
ی و

ظر
ک ن

يزي
ر ف

ي د
لم

ی ع
ها

1
ره 

ما
 ش

،
1

  ،
ار 

به
14

02
 

گیری شده بدون خطا باشند و حتی نیستند حتی اگر متغیرهای مستقل اندازه

 اگر پراکندگی ذاتی وجود نداشته باشد. 

 

 𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)برآوردگر 1-3

,𝑋1𝑖)فرض کنید متغیرهای مورد علاقه با         𝑋2𝑖)  های مشاهده  و داده

یک   𝑖    ،𝑉𝑖شوند که در آن برای هر  مشخص می  𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)شده با  

2ماتریس   × ,𝑉11,𝑖 متقارن است که عناصر آن با2 𝑉22,𝑖, 𝑉12,𝑖ترتیب  به

های مشاهده  اند. دادهعنصر غیرقطری مشترك مشخص شده   برای دو قطر و

𝑌1𝑖شده به متغیرهای مورد علاقه مشاهده شده با   = 𝑋1𝑖 + 𝜀1𝑖   و𝑌2𝑖 =

𝑋2𝑖 + 𝜀2𝑖  می خطاهای  مرتبط  آن  در  که  ,𝜀1𝑖)شوند  𝜀2𝑖)    توزیع یک 

  𝑉𝑖دارای ماتریس کوواریانس    𝑖دومتغیره با میانگین صفر دارند و به ازای هر  

𝜀1𝑖)ها از توزیع  𝑉𝑖کنیم که  است. فرض می , 𝜀2𝑖)    هستند که به(𝑌1𝑖, 𝑌2𝑖)  

برای  وابسته  و  ,𝜀1𝑖)معلوم،    𝑉𝑖اند  𝜀2𝑖)    از(𝑋1𝑖, 𝑋2𝑖)    .مستقل هستند

نیاز به این فرضیات دارند. در بیشتر این حالات  های نجومی  همه مجموعه داده

اندازه هر  خطای  ازای  به  بنابراین  و  هستند  مستقل  متغیر  دو  ،    𝑖گیری 

𝑉12,𝑖 = ,𝑉1𝑖)و داده مشاهده شده به فرم   0 𝑉2𝑖, 𝑉11,𝑖, 𝑉22,𝑖)  هستند

𝑘را به ازای  𝜀𝑘𝑖 واریانس 𝑉𝑘𝑘,𝑖که   = کند. بر طبق این مشخص می  1,2

متغیرهای   مدل    برازشیفرض  از  علاقه  پیروی  ساده   برازشیمورد  زیر  ی 

 کنند:می

(4   )                𝑋2𝑖 = 𝛼1 + 𝛽1𝑋1𝑖 + 𝑒𝑖 

می فرض  می  𝑒𝑖کنیم  که  است.  صفر  میانگین  ضرایب  دارای  خواهیم 

 را برآورد کنیم.  𝛽1و    𝛼1جزیی هایی  برازش 

پیشنهادی               برآور  𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)برآوردگر  برای  گر  دتعمیمی 

𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)  برای تمامی مجموعه داده هایی که مدل خطای  است که 

پارامترهای   کنند معتبر است. این برآوردگرها بر پایهگیری را برازش میاندازه

مرتبط شده    (𝑋1𝑖|𝑋2𝑖) ( است که به گشتاورهای توزیع دومتغیری4مدل )

 است. در حالت خاص: 

(5  )         𝛼1 = 𝐸(𝑋2𝑖) − 𝛽1𝐸(𝑋1𝑖), 

𝛽1 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋1𝑖, 𝑋2𝑖)

𝑉(𝑋1𝑖)
. 

اندازه         خطای  که  حالتی  برآوردگرها  در  باشد،  نداشته  وجود  گیری 

( به  5جا کردن گشتاورهای جامعه در )به گشتاوری هستند و بنابراین با جا

اند. برآوردگرهای کلی، با جایگذاری  دست آمدهوسیله گشتاورهای نمونه به

( از داده5گشتاورهای جامعه در  وسیله گشتاورهایی که  به  ای مشاهده  ه( 

از  اند مشخص میدست آمده به  𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)شده در   استفاده  با  شوند. 

کردن4) شرطی  با  که  حقیقت  این  و   )𝑉𝑘𝑘,𝑖 خطای  ،𝜀𝑘𝑖  (𝑘 = 1,2  )

صفر   میمیانگین  که  دارد،  گرفت  نتیجه  𝐸(𝑌𝑘𝑖)توان  = 𝐸(𝑋𝑘𝑖)    .

 همچنین:

𝐸(𝑌2𝑘𝑖) = 𝐸(𝐸(𝑌2𝑘𝑖|𝑉𝑘𝑘,𝑖)) 

= 𝐸(𝐸((𝑌𝑘𝑖 − 𝑋𝑘𝑖)
2 + 𝑋2𝑘𝑖 + 2𝑋𝑘𝑖(𝑌𝑘𝑖 − 𝑋𝑘𝑖)|𝑉𝑘𝑘,𝑖)) 

= 𝐸(𝐸(𝜀2𝑘𝑖 + 𝑋2𝑘𝑖 + 2𝑋𝑘𝑖𝜀𝑘𝑖|𝑉𝑘𝑘,𝑖)) 
= 𝐸(𝑉𝑘𝑘,𝑖) + 𝐸(𝑋2𝑘𝑖)   

 و 

𝐸(𝑌1𝑖𝑌2𝑖) = 𝐸(𝐸(𝑌1𝑖𝑌2𝑖|𝑉𝑘,𝑖)) 

= 𝐸(𝐸(𝜀1𝑖𝜀2𝑖 + 𝑋1𝑖𝑋2𝑖 + 𝑋1𝑖𝜀2𝑖 + 𝑋2𝑖𝜀1𝑖|𝑉𝑘,𝑖)) 
= 𝐸(𝑉12,𝑖) + 𝐸(𝑋1𝑖𝑋2𝑖) 

𝐶(𝑌1𝑖|𝑌2𝑖)  و از این رو   = 𝐶(𝑋1𝑖, 𝑋2𝑖) + 𝐸(𝑉12,𝑖). 

 گرهای گشتاوری به صورت زیر هستند:دنابراین برآورب
𝛼1 = 𝐸(𝑌2𝑖) − 𝛽𝐸(𝑌1𝑖), 

𝛽1 =
𝐶(𝑌1𝑖, 𝑌2𝑖) − 𝐸(𝑉12,𝑖)

𝑉(𝑌1𝑖) − 𝐸(𝑉11,𝑖)
 

گیری را  های با خطای اندازهه این رابطه تعمیم زیر از برآوردگر برای دادهک

 کند: پیشنهاد می

(6)     𝛽̂1 =
∑ (𝑌1𝑖−𝑌̄1)(𝑌2𝑖−𝑌̄2)−∑ 𝑉12,𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

∑ (𝑌1𝑖−𝑌̄1)
2−∑ 𝑉11,𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

 

برای شتتتیتب خط و عرض از مبتدأ    𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)کته برآوردگرهتای  

 . اگر برآوردهایهستند  𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)هستند که تعمیم برآوردگر  
𝜉1𝑖

=
(𝑌1𝑖 − 𝐸(𝑌1𝑖)(𝑌2𝑖 − 𝛽1𝑌1𝑖 − 𝛼1) + 𝛽1𝑉11,𝑖 − 𝑉12,𝑖)

𝑉(𝑌1𝑖) − 𝐸(𝑉11,𝑖)
 

𝜁1𝑖و   = 𝑌2𝑖 − 𝛽1𝑌1𝑖 − 𝐸(𝑌1𝑖)𝜉1𝑖    را به ترتیب با𝜉1𝑖    و𝜁1𝑖    نشتتان

جای میتانگین جامعه، واریانس    دهیم که با جایگزین کردن میتانگین نمونه به

آیند  دست میبه 𝛽1  و  𝛼1جای  به  𝛽̂1و    𝛼̂1جای واریانس جامعه و    نمونه به

کنند  را مشتخص می  𝜉1𝑖(𝜁1𝑖میانگین حستابی )  𝜉̄1𝑖(𝜁1𝑖و فرض کنید که )

 و قرار دهیم:

𝜎̂2𝛽1 = 𝑛−1∑(𝜉1𝑖 − 𝜁1)

𝑛

𝑖=1

 

 و 

𝜎̂2𝛼1 = 𝑛−1∑(𝜁1𝑖 − 𝜉1)

𝑛

𝑖=1

 

𝑉̂(𝛽̂1)با   𝛽̂1بنابراین واریانس   = 𝑛−1𝜎̂2𝛽1  شود و در نتیجه، برآورد می

که در ادامه نشان داده شده    𝛽̂1با استفاده از به طور مجانبی نرمال بودن  

1)100است، فاصله اطمینان   − 𝛼)%    برابر است با𝛽̂1 ± 𝑍𝛼

2
𝜎̂𝛽1𝑛

−1  . 

پردازیم. در ابتدا تعریف می  𝛽̂1نرمال بودن    رفتار مجانبیاکنون به اثبات         

 کنیم: می

𝑆𝑌1
2 = 𝑛−1∑(𝑌1𝑖 − 𝑌̄1)

2

𝑛

𝑖=1

 

 و 

𝑆𝑌1,𝑌2
2 = 𝑛−1∑(𝑌1𝑖 − 𝑌̄1)(𝑌2𝑖 − 𝑌̄2)

𝑛

𝑖=1

 

 ر این صورت:د

√𝑛(𝑆𝑌1,𝑌2 − 𝐶(𝑌1, 𝑌2)) = 
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𝑛−
1
2∑(𝑌1𝑖𝑌2𝑖 − 𝐸(𝑌1𝑌2))

𝑛

𝑖=1

− 𝐸(𝑌1)𝑛
1
2(𝑌̄2 − 𝐸(𝑌2))

− 𝐸(𝑌2)𝑛
1
2(𝑌̄1 − 𝐸(𝑌1)) + 𝑂𝑃(1) 

 و 

√𝑛(𝑆𝑌1
2 − 𝑉(𝑌1))

= 𝑛−
1
2∑(𝑌1𝑖

2 − 𝐸(𝑌1
2))

𝑛

𝑖=1

− 2𝐸(𝑌1)𝑛
1
2(𝑌̄1 − 𝐸(𝑌1)) + 𝑂𝑝(1) 

 و 

√𝑛(𝛽̂1 − 𝛽1) = √𝑛 [
𝑆𝑌1,𝑌2 − 𝑉̄12

𝑆𝑌1
2 − 𝑉̄11

−
𝐶(𝑉1𝑖, 𝑉2𝑖) − 𝐸(𝑉12,𝑖)

𝑉(𝑌1𝑖) − 𝐸(𝑉11,𝑖)
] 

= √𝑛 [
𝑆𝑌1,𝑌2 − 𝐶(𝑌1𝑖, 𝑌2𝑖) − (𝑉̄12 − 𝐸(𝑉12,𝑖))

𝑉(𝑌1𝑖) − 𝐸(𝑉11,𝑖)

− [𝐶(𝑌1𝑖, 𝑌2𝑖)

− 𝐸(𝑉12,𝑖)]
𝑆𝑌1
2 − 𝑉(𝑌1𝑖) − (𝑉̄11 − 𝐸(𝑉11,𝑖))

[𝑉(𝑌1𝑖) − 𝐸(𝑉11,𝑖)]
2 ] 

+𝑂𝑝(1) 

= √𝑛(𝜉̄1 − 𝐸(𝜁1𝑖)) + 𝑂𝑝(1)  
شود.  کامل می  𝛽̂1و با توجه به قضیه حد مرکزی اثبات نرمال مجانبی بودن  

واریانس   مشابه  طور  𝑉̂(𝛼̂1)  با  𝛼̂1به  = 𝑛−1𝜎̂2𝛼1  می شود.  برآورد 

,𝜉1𝑖)کوواریانس نمونه باشد که از    𝜎̂𝛽1,𝛼1همچنین فرض کنید   𝜁1𝑖)  به-

 با   𝛽̂1و   𝛼̂1دست آمده است. پس کوواریانس بین  

𝐶𝑂̂𝑉(𝛽̂1, 𝛼̂1) = 𝑛−1𝜎̂𝛽1,𝛼1
2 

تواند برای ساختن یک  شود. این تابع کوواریانس برآورد شده میبرآورد می

 مورد استفاده واقع شود.    𝛼̂1و  𝛽̂1همزمان برای   گون اطمینانبیضی

  بدون خطا مشاهده شده   𝑋1𝑖را برای حالتی که    𝑊𝐿𝑆در انتها برآوردگر       

گیری  اضافی که خطای اندازه کنیم. این برآوردگر به فرض  است تعریف می

𝑋1𝑖  از𝑋2𝑖    این است که در حضور ایده اصلی  احتیاج دارد.  مستقل است 

ای با هر دو  های ذاتی غیرقابل اغماض، وزن بهینه برای هر مشاهده پراکندگی

های ذاتی ساخته شده است. در  گیری برابر و پراکندگیواریانس خطای اندازه

پراکندگی برآورد  به  ابتدا  بهینه  وزن  تعیین  برای  احتنتیجه  ذاتی  یاج  های 

𝑖   ،𝑉11,𝑖داریم. در حالی که برای هر  = 𝑉12,𝑖)که در پی آن   0 = (، از  0

 ( داریم 4رابطه )

𝑉2𝑖 = 𝑋2𝑖 + 𝜀2𝑖 = 𝛼1 + 𝛽1𝑋1𝑖 + 𝑒𝑖
* 

𝑒𝑖که در آن  
* = 𝑒𝑖 + 𝜀2𝑖  این ساختار ویژه برای کاربرد .𝑊𝐿𝑆    باعث ،

که  می 𝑉(𝑒𝑖شود 
از    (* داریم،   𝑌2𝑖مستقل  فرضیات  این  تحت    باشد. 

𝑉(𝑒𝑖
*) = 𝑉(𝑒𝑖) + 𝑉22,𝑖    مجهول و به  توجه  با  نتیجه  بودن     در 

𝑉(𝑒𝑖پراکندگی ذاتی،  
 نیز مجهول است.   (*

 کنیم: پیشنهاد می  𝑉(𝑒𝑖)های زیر را برای برآورد  روش  

آوردن  -1 دست  مستقیم  𝛽̂𝑂𝐿𝑆و  𝛼̂𝑂𝐿𝑆به  کاربرد  وسیله   𝑂𝐿𝑆به 

,𝑌2𝑖)های روی داده 𝑋1𝑖)  ، 

𝑅𝑖  هایمحاسبه باقیمانده -2 = 𝑌2𝑖 − 𝛼̂𝑂𝐿𝑆 − 𝛽̂𝑂𝐿𝑆𝑋1𝑖، 

 از  𝑉(𝑒𝑖)دست آوردن برآوردگر  به -3

𝑉̂(𝑒𝑖) = 𝑛−1∑(𝑅𝑖 − 𝑅̄) − 𝑛−1∑𝑉22,𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

است. سپس قرار    سازگار )همگرا در احتمال(  𝑉(𝑒𝑖)و از این رو برآوردگر  

𝑉̂(𝑒𝑖دهیم  می
∗) = 𝜎̂𝑖

∗2 = 𝑉̂(𝑒𝑖) + 𝑉22,𝑖  فرض کنید .𝐴   ماتریسی  

𝑛 × 𝑛    باشد که عناصر قطر آن𝜎̂𝑖
و عناصر غیرقطری آن مساوی با صفر    2∗

زیر    𝑊𝐿𝑆ساده، این قاعده برآوردگرهای    برازشه یک مسأله  ئباشد. برای ارا

 کند:محاسبه می  𝛽1را برای  
𝛼̂𝑊𝐿𝑆

=
∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
2𝑛

𝑖=1 ∑ 𝜎̂𝑖
∗−2𝑌2𝑖

𝑛
𝑖=1 − ∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
𝑛
𝑖=1 𝑌2𝑖

∑ 𝜎̂𝑖
∗−2∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖1

2 − (∑ 𝜎̂𝑖
∗−2𝑋1𝑖)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

 

𝛽̂𝑊𝐿𝑆

=
∑ 𝜎̂𝑖

∗−2∑ 𝜎̂𝑖
∗−2𝑋1𝑖𝑌2𝑖 − ∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋1𝑖 ∑ 𝜎̂𝑖
∗−2𝑌2𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

∑ 𝜎̂𝑖
∗−2∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
2𝑛

𝑖=1 − (𝑛
𝑖=1 ∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋1𝑖)
2𝑛

𝑖=1

 

 اند از:ه برآورد واریانس این برآوردگرها عبارتک
𝑉̂(𝛽̂𝑊𝐿𝑆)

=
∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑛
𝑖=1

∑ 𝜎̂𝑖
∗−2∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
2𝑛

𝑖=1 − (𝑛
𝑖=1 ∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋1𝑖)
2𝑛

𝑖=1

 

𝑉̂(𝛼̂𝑊𝐿𝑆)

=
∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑋𝑖1
2𝑛

𝑖=1

∑ 𝜎̂𝑖
∗−2∑ 𝜎̂𝑖

∗−2𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖1

2 − (∑ 𝜎̂𝑖
∗−2𝑋1𝑖)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

. 

 

 کاربرد در رابطه سطح روشنايي در کهکشان  2-3
    خطی رنگ  برازشها با  ( برای کهکشان𝐶𝐿)  رابطه سطح روشنایی        

(𝐶برابر قدر مطلق اغلب]2[( مشخص شده است𝑀)  ( در   . 𝐶  و𝑀    هر دو

به هستند،  باند  همین  آنشامل  خطاهای  که  در  طوری  است.  همبسته  ها 

آن به عنوان    در  𝑀استفاده شده که    𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)از    𝐶𝐿مطالعه رابطه  

در مستقل  متغیر  این  یک  است.  شده  گرفته  با    برازشنظر  وزنی  معمولی 

های موجود در استفاده از  ندارد. برای تشخیص اندازه اریبی  𝑋2 (𝐶)خطای 

خطی   برازشهای  های ناصحیح آماری، برد وسیعی از برازش مدلآنالیز مدل

ایم. این  [ را مقایسه کرده3]  هایبرای دو زیر مجموعه از داده  𝐶𝐿به رابطه  

تعریف   𝑓𝑚یا    𝑎𝑚و نوع  𝑏𝑘 هایی را با نوع طیفی  زیر مجموعه کهکشان

ها اشاره  ای مربوط به پهنای باند کهکشانکنند که در آن به دو جزء ستارهمی

-« شامل دو متغیر، خطاهای همبسته و پراکندگی  𝐵𝐶𝐸𝑆های »دارد. مدل

مدل هستند.  ذاتی  » های  و    𝐵𝐸𝑆های  متغیری  دو  خطاهای  شامل   »

هستند. در نهایت مدل    𝑉12,𝑖های ذاتی اما بدون جمله همبستگی  پراکندگی

«𝑊𝐵𝐸   تنها برای حالت »(𝑋2|𝑋1)    شامل وزنی با خطاهای دومتغیری

پراکندگی یا  است. در حالتی که  بدون همبستگی خطاها  ذاتی  متغیر  های 

 𝐺𝐿𝑀های نیکویی برازش و اگر نرمال نباشد از  پاسخ نرمال باشد از آزمون

کنیم. برای هر مدل برآورد تحلیلی و انحراف معیار روی اولین  استفاده می
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استراپ روی  -گیری بوتسازی با دوباره نمونهشبیه  1000خط با نتایجی از  

رود از شیب سطحی و  طور که انتظار میخط بعدی انجام شده است. همان

رابطه   در  توجه  قابل  نتیجه   (𝑋1|𝑋2)  برازش،    𝐶𝐿پراکندگی  در  )و 

به   نسبت  رابطه    (𝑋2|𝑋1)  برازشنیمسازها(  اگر  است.  طور  به  𝐶𝐿تندتر 

زیرا    ،« باید استفاده شود  𝐵𝐶𝐸𝑆های »فیزیکی درك شده باشد پس مدل

و    (𝑋2|𝑋1)های حال، واریانسبر دارد. به هرها نتایج نااریبی را دراین مدل

استراپ  -ها با این استثنا که عدم قطعیت بوتمتعامد برای همه مدل برازش

کهکشانبه برای  هستند  کوچکتر  توجهی  قابل  نوع  طور  برای    𝑏𝑘های  و 

𝑊𝐵𝐸(𝑋2|𝑋1) های قابل مقایسه هستند. )در مقابل واریانس(𝑋1|𝑋2) 

گیری از مطالعات  های ذاتی و خطاهای اندازهنیمساز وقتی پراکندگی  برازشو  

تواند  تر شده است(. بنابراین شخص میبزرگ اند  حذف شده  برازشیهای  مدل

  𝑊𝐵𝐸و    𝑂𝐿𝑆(𝑋2|𝑋1)های  گیری شود که مدلمند به این نتیجهعلاقه

در انواع    𝐶𝐿  برازشاند که برای مقایسه شیب  در مطالعات قبلی پذیرفته شده

مختلف   هاکهکشان سرخ  ]3[ی  به  انتقال  در  متفاوت   یا    ]15[های 

 بخش هستند.  رضایت

های ویژه که در اینجا مورد  در حالی که این حالات برای مجموعه داده         

عملکرد    𝑊𝐵𝐸معمولی و  𝑂𝐿𝑆های رسد در مدلاستفاده هستند، به نظر می

داری نیست،  نتایج اریب، و از این رو واریانس برآورد آنها لزوماً مقدار معنی

باید حتی    𝐵𝐶𝐸𝑆زیرا مشمول اثرات اریبی مجهول نیستند. از این رو مدل

 ها استفاده شود.  برای مقایسه شیب بین نمونه

های کم( هر یک از این  برای فهمیدن اریبی و صحت )با توجه به داده         

دهیم که  سازی با تولید مصنوعی مجموعه داده انجام می ها، دو شبیه برازش

های سطح روشنایی مشاهده شده  با این کار دقت برازش به مشاهدات، توزیع

,𝑋1𝑖)ها  سازیشود. یک مجموعه از شبیهطراحی می 𝑋2𝑖), 𝑖 = 1, . . . . 𝑛  

𝛼1( با  1بر طبق مدل ) = 𝛽1و  2.5 = است. برد مقدار  تولید شده  0.07

𝑋1  ،(−28,−18)    بوده و پراکندگی ذاتی تولید شده برطبق توزیع نرمال

معیار انحراف  و  صفر  میانگین  اندازه  55/0  با  خطای  نرمال  است.  گیری 

مقداراضافه  در  ,𝑋1)  شده  𝑋2)  داده مشاهدهبرای  ,𝑌1𝑖)شده  های  𝑌2𝑖)  ،

1,....i n=  شده  شبیه اندازه سازی  خطاهای  واریانس  برد    گیری است. 

ثابت    (0.18,0.45) کوواریانس  از    15/0  با  دوم  مجموعه  است.  بوده 

𝛽1ها با سازیشبیه =   از روی با واریانس اعم  𝑋1گیری ، خطای اندازه0.12

و   (0.06,0.6)از  𝑋2گیری روی ، برد واریانس خطای اندازه  (0.03,0.3)

شود. برای هر  استفاده می  (0.03,0.3)گیری برد کوواریانس دو خطای اندازه

شبیه مجموعه  ,𝑌1𝑖)سازی دو  𝑌2𝑖)  داده تولید  ،  تصادفی  طور  به  را  ها 

پردازشرا طی می  𝐵𝐶𝐸𝑆ها روال 𝑉𝑖   کنیم.می بار    1000ها  کنند و تمام 

شده نمونه  تکرار  حجماست.  با  𝑛های  هایی  = برای    50,150,500

اندازه اثرات  نمونهفهمیدن  جزهای  برآورد  روی  واریانس  ئهای کوچک  و  ی 

هر    در  𝛽̂1(𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1))سازی  اند. برای این مطالعات شبیهتولید شده

𝑛حتی با   د.ش  اجرا  رابطه بهتر = ها  ها کوچک بود و واریانس نمونهاریبی  50

های محاسبه  سازی همسانی نزدیکی با میانگین و واریانسشبیه  1000بیش از

تر از همه برآوردگرهاست. وقتی  کوچک𝛽̂1شده از فرمول داشتند. واریانس  

  برازش  𝐵𝐶𝐸𝑆و   𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋1|𝑋2)بوده،    07/0    درست برابر با  𝛽1که شیب  

𝑛برای    𝛽̂4و    𝛽̂2طور قابل توجهی اریب در شیب  متعامد به =   بوده  50

،  𝐵𝐶𝐸𝑆    ،𝛽̂4متعامد    برازشاست، شیب  بوده  12/0  مجموعه  𝛽1است. وقتی  

از    𝛽̂3و 𝐵𝐶𝐸𝑆  𝛽̂3نیمساز    برازشو شیب    𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋1|𝑋2)بهتر نسبت به 

𝑛هر دو نظر اریبی و واریانس برای   = اجرا شد. روی اصل این    150,500

شبیه از نتایج  استفاده  داده  𝐵𝐶𝐸𝑆(𝑋2|𝑋1)سازی،  مجموعه  های  برای 

چه در قبل ارائه شد، پیشنهاد  ها شبیه به آنسطح درخشندگی، مجموعه داده

ها ممکن است  شود. یک هشدار مهم این است که مشخصات مختلف مدلمی

 نتایجی متفاوت در اجرای برآوردگرها داشته باشد.  
 

 خطي در نجوم  هاي بيزي برازشکاربرد روش - 4

های  خطی کاربردهای فراوانی در نجوم دارد. بیشتر ویژگی تحلیل  برازش      

حول  داده ذاتی  پراکنش  نجومی  به  برازشهای  و  هستند  بردن  خطی  کار 

توانند در هر دو متغیر  گیری میتر است. خطاهای اندازهخطی ساده  برازش

مستقل و وابسته مؤثر باشند. خطاها ممکن است ناهمگون باشد. برای مشاهده  

یک    ]10[مراجعه کرد. در    ]8[توان به  کاربردهای آمار در اختر فیزیک می

ها ارائه شد  اساس تابع درستنمایی دادهبر   MLINMIXروش بیزی موسوم به  

جای استفاده از  این روش را با جایگزین کردن پیشین دریکله به    ]12[که  

جای متغیرهایی های نجومی اغلب بههای آمیخته تعمیم داد. در تحلیلتوزیع

نرخ ستارهها، جرم خوشه چالهمانند جرم سیاه  و  تولید  های کهکشانی  های 

ی کهکشان که قابل دسترس نیستند، به همبستگی بین مقادیر قابل  شده 

ابتدا  مشاهده علاقه به معرفی مفاهیمی چون  مند هستیم. در این مقاله در 

مقیاس گذاری خطی، انحراف از خطی بودن، اندازه عدم قطعیت و پراکنش  

 کنیم. سازی این مفاهیم را بررسی میپردازیم و در انتها با شبیهذاتی می

 

 يخط  يگذاراسيمق 1-4

کار داریم. رابطه بین    و  در اغلب روابط مقیاس در نجوم با زمان تحول سر     

𝑀    ،𝑂و جرم    𝑂عنوان مثال مقدار قابل مشاهده  دو خاصیت به ∝ 𝑀𝛽𝐹𝑧
𝛾  

𝐸𝑧ممکن است    𝐹𝑧نما است و عامل انتقال به سرخ    𝛽که    هست ≡
𝐻(𝑧)

𝐻0
  

1یا   − 𝑧    باشد که𝐻(𝑧)    انتقال به سرخ پارامتر وابسته به هابل است. در

ها نرمال هستند.  متغیرهای لگاریتمی، رابطه مقیاس خطی است و پراکندگی

𝑌یعنی  = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝛾𝑇   که در آن 
𝑌 = 𝑙𝑜𝑔𝑂 , 𝑋 = 𝑙𝑜𝑔𝑀 , 𝑇 = 𝑙𝑜𝑔 𝐹𝑧. 

گیری عدم قطعیت در انتقال  سنج استفاده کنیم، اندازهاگر از روش طیف     

گیری  به سرخ ناچیز است. متغیر زمان قطعی است و تحت تأثیر خطای اندازه

هم تصادفی است. رابطه خطی بین دو مقدار غیر    𝑋است. متغیر واقع نشده  

خوشه  دمای  به  نسبت  درخشندگی  رابطه  که  را  پراکنده  کهکشانی  های 

 کند را در نظر بگیرید: مشخص می

(7        )𝑌𝑧 = 𝛼𝑌|𝑍 + 𝛽𝑌|𝑍𝑍 + 𝛾𝑌|𝑍𝑇 + 𝛿𝑌|𝑍𝑍𝑇. 

شود. برای مثال  گیری مشخص نمیمستقیماً از اندازه  𝑍متغیر تصادفی        

را با  توان آن گیری کنیم اما میرا اندازه 𝑍ها یعنی توانیم جرم خوشهما نمی

 :( داریم7) تقریب زد. پس با توجه به معادله𝑋 جرم همگرایی ضعیف

𝑋𝑧 = 𝛼𝑋|𝑍 + 𝛽𝑋|𝑍𝑍 + 𝛾𝑋|𝑍𝑇 + 𝛿𝑋|𝑍𝑍𝑇 
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توانند به  هستند و می  𝑍های پنهان مقیاس تصویر متغیر  نسخه  𝑌𝑧و    𝑋𝑧که  

های کهکشانی در نظر گرفته  عنوان یک ویژگی اساسی اجرامی مثل خوشه

 شوند. 

 

 يذات  عيپراکنش و توزگيري عدم قطعيت،  اندازه 2-4

باشند    𝐘و    𝐗مقادیر آشکار    𝐲و    𝐱گیری شده  مقادیر اندازه  فرض کنید     

به مشاهده عدم قطعیت،  ی هستندعضو   𝑛بردارهایی    که همگی با توجه   .

𝐱𝑖توان به صورت  ها را میرابطه آن , 𝐲𝑖|𝐗𝑖, 𝐘𝑖~𝑁
2𝐷({𝐗𝑖, 𝐘𝑖}, 𝐕𝛿,𝑖) 

 ماتریس  𝐕𝛿,𝑖توزیع گوسین دومتغیره است و    𝑁2𝐷بیان کرد که در آن  

𝛿𝑥,𝑖کوواریانس عدم قطعیتی است که عناصر قطری آن با 
𝛿𝑦,𝑖و    2

و عناصر    2

،  𝐗𝑍,𝑖  ،𝐘𝑍,𝑖شود. متغیرهای  نشان داده می  𝜌𝑥𝑦,𝑖𝛿𝑥,𝑖𝛿𝑦,𝑖غیر قطری آن با  

𝐗𝑖    و𝐘𝑖    متغیرهای معلومی هستند که تحت فرض خطی بودن مشخص

 شوند. می
گیری  ها را از حالت خطی اندازهها چگونگی نزدیکی توزیع دادهپراکندگی     

گیری  توانیم برای اندازهکه می  𝑌و    𝑋کند. خواص واقعی اجرام نجومی  می

مدل، پراکنده    𝑌𝑍و    𝑋𝑍آنها تلاش کنیم، ذاتاً نسبت به متغیرهای پنهان  

میشده  یک خط  روی  انحراف  بدون  و  معمولاً  افتند.اند  مشاهدات  خواص 

لگ   توزیع  است  دارای  مقیاس  رابطه  میانگین  حول  فرض    .]14[نرمال، 

 های ذاتی نرمال هستند:کنیم که پراکندگیمی

(8  )𝐗𝑖, 𝐘𝑖|𝐗𝑍,𝑖, 𝐘𝑍,𝑖~𝑁
2𝐷({𝐱𝑍,𝑖 , 𝐲𝑍,𝑖}, 𝐕𝜎,𝑖) 

پراکندگی  𝐕𝜎,𝑖که   عناصر قطری   امین-  𝑖های  ماتریس کوواریانس  خوشه 

𝜎𝑋|𝑍,𝑖هستند که توسط  
𝜎𝑌|𝑍,𝑖و    2

قطری  اند و عناصر غیرنشان داده شده  2

𝜌𝑋𝑌|𝑍,𝑖𝜎𝑋|𝑍,𝑖
2 𝜎𝑌|𝑍,𝑖

 هستند.  2

تر کروی شکل  تر نامنظم و کمجا که اشیاء با انتقال به سرخ بالا بیشاز آن      

می انتظار  معمولاً  پراکندگیهستند،  زیاد  رود  سرخ  به  انتقال  افزایش  با  ها 

ها به فیزیک ذرات سنگین وابسته ها و سیر تحول آنشوند. درجه پراکندگی

 است.         

تواند به صورت  ها می ها و همبستگی بین آنزمان سیر تحول پراکندگی     

 بندی شود:  زیر مدل

𝜎𝑋|𝑍
2 (𝑍) = 𝜎𝑋|𝑍,0𝐹𝑍

𝛾𝜎
𝑋|𝑍,𝐹𝑍𝐷𝑍

𝛾𝜎𝑋|𝑍,𝐷 , 

𝜎𝑌|𝑍
2 (𝑍) = 𝜎𝑌|𝑍,0𝐹𝑍

𝛾𝜎
𝑌|𝑍,𝐹𝑍𝐷𝑍

𝛾𝜎𝑌|𝑍,𝐷 , 

𝜎𝑋,𝑌|𝑍
2 (𝑍) = 𝜌𝑋,𝑌|𝑍,0𝐹𝑍

𝛾𝜌
𝑋,𝑌|𝑍,𝐹𝑍𝐷𝑍

𝛾𝜌𝑋,𝑌|𝑍,𝐷  
را در   𝑌اگر بخواهیم   ای است.درخشندگی یا اندازه فاصله زاویه  𝐷𝑍که در آن 

می  𝑍و    𝑋کنیم،    برازش  𝑋برابر   معادله  را  کنیم.  شناسایی  به    (8)توانیم 

 آید:صورت زیر در می

𝐘𝑖|𝐙𝑖~𝑁 (𝐲𝑍,𝑖, 𝜎𝑌|𝑍,𝑖
2 ). 

های  های مستقل بسیار مهم است. نمونهسازی مناسب از توزیع متغیرمدل     

ی منشأ،  معمولاً نسبت به جامعه  برازشیهای  در نظر گرفته شده در تحلیل

  آمده اریب هستند. توزیع ذاتی متغیرهای مستقل، به شکل دو اثر اصلی در

است. از یک سو، اشیاء بسیار عظیم نادر هستند. از سوی دیگر، اشیاء بزرگ  

تر در فواصل بسیار بزرگ تشخیص  معمولاً بسیار رادیواکتیو هستند و راحت

یابند.  ها نسبتاً تک مدی هستند و با زمان تحول میشوند. شکل توزیعداده می

توزیع نرمال تقریب    𝑛𝑚𝑖𝑥تواند با ترکیبی از تحول زمان  می𝑍 توزیع ذاتی  

 : ]10[زده شود

𝑍~∑𝜋𝜅𝑁(𝜇𝑍,𝜅(𝑍), 𝜎𝑍,𝜅
2 (𝑍))

𝑛

𝜅=1

 

 امین مؤلفه است و  - 𝜅احتمال کشیدن نقاط داده از    𝜋𝜅که در آن 

∑𝜋𝜅 = 1

𝑛

𝜅=1

. 

های مختلفی دارند و پراکنده  ها، میانگینکنیم که ترکیب مؤلفهفرض می      

)سیر تحول انتقال به سرخ( به آستانه مشاهدات   هستند. میانگین هر مولفه

ها استفاده  متصل است و پراکندگی ذاتی مقادیر مشاهدات در انتخاب خوشه

تواند به صورت  )میانگین( مؤلفه آمیخته می عنوان نتیجه، تحولاست. بهشده 

 بندی شود: زیر مدل
𝜇𝑍,𝜅(𝑧) = 𝜇𝑍,0𝜅 + 𝛾𝜇𝑍,𝐹𝑍𝑇 + 𝛾𝜇𝑍,𝐷 𝑙𝑜𝑔 𝐷𝑍 

میانگین منبع انتقال به سرخ است. تحول انتشار به خواص    𝜇𝑍,𝜅که در آن  

نمونهپراکندگی انتخاب  در  استفاده  مورد  ذاتی  زمان  های  دارد.  بستگی  ها 

به صورت   𝜎𝑍,𝜅(𝑍)تحول  = 𝜎𝑍.0𝜅𝐹𝑍
𝛾𝜎𝑍,𝐹𝑍𝐷𝑍

𝛾𝜎𝑍,𝐷  شدهمدل  بندی 

  است.

پراکندگی      مناسب  بندی  متغیرمدل  ذاتی  اصلاح  های  برای  های مستقل 

 ادینگتون بسیار مهم است.  اریبی
 

 انحراف از خطي بودن  3-4
مقیاسپردازش      در  فیزیکی  اثرهای  مختلف  ممکن  های  که  هستند  گذار 

باشند.   بودن داشته  از خطی  انحراف  مواردی  نیروی  است در  جاذبه زمین 

های کهکشانی است اما در مقیاس کوچک  گیری و تکامل خوشهمحرکه شکل

عنوان نتیجه،  ای را بازی کند. بهتواند نقش برجسته فیزیک ذرات سنگین می

طوری  تواند شکافی داشته باشد و به شکل یک خم باشد، بهخطی بودن می

مقیاس   تفکیک  از  قبل  مقیاس𝑍𝑘𝑛𝑒𝑒که  به،  نوشته  گذاری  زیر  صورت 

 شود: می

, , , ,Z Y Z knee Y Z knee Y Z knee Y Z knee
Y Z T ZT   = + + +

 
توسط    𝛾𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒است و سیر تحول زمان  نرمال شده  𝛼𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒که در آن  

 اند: مشخص شده   𝑍𝑘𝑛𝑒𝑒نیاز برابری در انتقال  

, ,
( )

Y Z knee Y Z Y Z Y Z knee
   = + −

 
𝛾𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒 = 𝛾𝑌|𝑍. 

دو        بین  میانتقال  شکل  روش  با  انتقال  تابع  یک  صورت  به   𝑆تواند 

 سازی شود: مدل 

𝑓𝑘𝑛𝑒𝑒 =
1

1 + 𝑒𝑥𝑝[ 𝑍 − 𝑍𝑘𝑛𝑒𝑒/𝑙𝑘𝑛𝑒𝑒]
 

مجموعه طول انتقال است. رابطه روی تمام محدوده    𝑙𝑘𝑛𝑒𝑒مقیاس   که در آن

 به صورت زیر است: 
𝑌𝑍 = 𝛼𝑌|𝑍 + 𝛽𝑌|𝑍𝑍 + 𝛾𝑌|𝑍𝑇 + 𝛿𝑌|𝑍𝑍𝑇 
+(𝑍𝑘𝑛𝑒𝑒 − 𝑍)𝑓𝑘𝑛𝑒𝑒(𝑍)[(𝛽𝑌|𝑍 − 𝛽𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒) 
+(𝛿𝑌|𝑍 − 𝛿𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒)𝑇]. 
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گذار باشد که به  تواند روی پراکندگی تأثیرهمین پردازش فیزیکی می        

 شود: بندی میصورت زیر مدل 
𝜎𝑌|𝑍(𝑍, 𝑍𝑟𝑒𝑓) = 𝜎𝑌|𝑍,0 + (𝜎𝑌|𝑍,0,𝑘𝑛𝑒𝑒

− 𝜎𝑌|𝑍,0)𝑓𝑘𝑛𝑒𝑒(𝑍). 
 

 خطي در نجوم و آمار بيز  برازش 4-4

های آماری بیزی به یک توزیع پیشین نیاز دارد. اگر هیچ حدسی بر  روش    

پیشین باشیم،  نداشته  غیپارامترها  هستندآگاهی رها     LIRAروش   .بخش 

توزیع  برازش) مجموعه  برای  همیشه  نجوم(  در  همه  خطی  از  پیشین  های 

به پیشینکار میپارامترها  استاندارد روی عرض  رود.  مبدأ  های  و    𝛼𝑌|𝑍از 

 تواند مسطح شود: می 𝜇𝑍,0,𝐾های آمیخته  روی میانگین مؤلفه

𝛼𝑌|𝑍 = 𝜇𝑍,0,𝐾~𝑈(−𝑛𝐿, +𝑛𝐿) 
𝑛𝐿 ، مقدار پیش فرض LIRAعدد بزرگی است. در 𝑛𝐿که در آن   = 104  

 است.  

توانند دارای توزیع استیودنت با یک درجه آزادی باشند یعنی که  ها میشیب

𝑡1  شود: توزیع پیشین غیرآگاهی بخش پیشنهاد می 
𝛽𝑌|𝑍, 𝛾𝑌|𝑍 , 𝛾𝜇𝑍,𝐸𝑍 , 𝛾𝜇𝑍,𝐷~𝑡1. 

𝜎𝑋|𝑍,0پراکنده است و  و غیر  𝑍شمارشگر   𝑋فرض، به طور پیش     = 0 .

نزدیک به صفر است. و در غیر این صورت    𝜌𝑋,𝑌|𝑍,0پراکندگی همبستگی  

پارامترها در   .  اتخاذ کرد   𝜌𝑋,𝑌|𝑍,0~𝑈(−1,1)   توانپیشین مسطح را می

𝑌 − 𝑍    و𝑋 − 𝑍  اند. اگر مقدار  گذاری شدهمقیاس𝑍    ،را ندانسته باشیم

یک نماینده   𝑋کنیم که گیری کنیم. فرض میها را اندازهتوانیم همه آننمی

 است، یعنی  𝑍نااریب از  
𝛼𝑋|𝑍 = 0,𝛽𝑋|𝑍 = 1, 𝛾𝑋|𝑍 = 0, 𝛿𝑋|𝑍 = 0. 

𝑋برای روابط خطی، پارامترهای تثبیت شده       − 𝑍    برخلاف رابطه𝑌 −

𝑍    .تواند رابطه اریبی بین تنها می  برازشتنها موضوع تغییر مقیاس است𝑋    و

𝑌  .را بررسی کند 

پیشبه     برای مدلطور  را  متغیره  توزیع یک  توزیعفرض، یک  های  سازی 

𝑛𝑚𝑖𝑥) ذاتی متغیرهای مستقل مطرح کرده = ( و برای آمیخته کردن،  1

می اتخاذ  احتمالات  ضرایب  برای  را  دریکله  یعنی توزیع  کنیم، 

𝜋1, . . . , 𝜋𝑛𝑚𝑖𝑥
~𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡(1, . . . ∑  که در آن   (1, 𝜋𝑘 = 1

𝑛𝑚𝑖𝑥
𝑘=1. 

توانند  های جایگزین میثابت است. روش  𝑛𝑚𝑖𝑥ی  تعداد اجزای آمیخته     

های ذاتی به واسطه فرایند  بندی توزیعاجزای نرمال را برای مدل  همقادیر بهین

ساده   حالت  در  نمایند.  مشخص  مدل  برازشدریکله  بدون  ،  خطی  های 

و شیب    𝛽𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒کند. خمی وجود ندارد و شیب  شکستگی را اتخاذ می

𝛽𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒    به ترتیب𝛽𝑌|𝑍    و𝛿𝑌|𝑍  های  هستند. در غیر این صورت پیشین

و    𝛽𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒استیودنت برای    𝑡و پیشین    𝑍𝑘𝑛𝑒𝑒توانند برای  مسطح می

𝛿𝑌|𝑍,𝑘𝑛𝑒𝑒 شوند. در نظر گرفته 

 سازي شبيه 5-4 

بخش      قبلی چگونگی  در  رابطه  تقریبهای  کردیم.  بررسی  را  دقیق  های 

تواند بهبود  ها میگذاری در حضور اغتشاش، پراکندگی و انتخاب اریبیمقیاس

 یابد. ویژگی ضروری به شرح ذیل است:

𝜇𝑍,0از تویع نرمال با میانگین    𝑍متغیر مستقل        = و انحراف معیار    0

𝜎𝑍,0 = 𝛼𝑌|𝑍به صورت    𝑌کنیم مقادیر  است. فرض میگرفته شده  0.3 =

0  ،𝛽𝑌|𝑍 = 𝜎𝑌|𝑍,0و    1 = شمرده    𝑍با    𝑋است.  سازی شده شبیه  0.1

𝛼𝑌|𝑍)  شودمی = 𝛽𝑌|𝑍و    0 = 𝜎𝑌|𝑍,0و    1 = (. دیگر پارامترهای  0.1

 اند. فرض صفر در نظر گرفته شده مجموعه به طور پیش

اندازه          دادهخطای  از  نقطه  هر  برای  بوده گیری  متفاوت  است.  ها 

𝛿𝑋گیری  های خطاهای اندازهواریانس 
𝛿𝑌و    2

 با    𝜒2از توزیع ناوردای مقیاس    2

است. پارامترهای مقیاس، اندازه نوعی از خطاهای  درجه آزادی گرفته شده5

مجموعه  اندازه در  که  .0گیری  می  12 بیان  را  مختلف  بوده  درجات  کند. 

ها  ایم. همبستگیسازی کردهگیری را شبیهها بین خطاهای اندازههمبستگی

 است. گرفته شده  𝑈[0,0.4]از توزیع یکنواخت  

نمونه در     میمورد  را  سرخ  به  انتقال  دامنه  که  مقادیر  هایی  پوشانند، 

𝑍𝑟𝑒𝑓بودند و  پارامترهای فوق قبلاً در ارجاع به انتقال به سرخ نرمال شده   =

به طور پیش0.01 مجموعه.  زمان  تحولی  سیر  با  فرض  𝛾𝑌|𝑍ای  = و   1

شده گرفته  نرمال  لگ  توزیع  از  سرخ  به  𝐹𝑍است.  انتقال  = 𝐸𝑍  عنوان  به

ای  عنوان اندازه فاصله زاویههای کیهانی را بهفاکتور زمان مطرح شده و فاصله

مجموعه داده تولید کردیم که   103محاسبه کردیم. برای هر مورد بررسی  

𝑛𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒هر یک با   = های فعلی نقطه داده به عنوان نوعی از نمونه 100

-اند. توزیع احتمال پسین توسط زنجیرهای مارکوف با نمونهمحاسبه شده

برای هر مجموعه داده میانه پارامترها را از زنجیر   است.برداری گیبز تولید شده 

 های اثرات کلی را مطالعه کردیم. های میانهمحاسبه کردیم و توزیع

خطی   برازشهای ذاتی متغیرهای کمکی، در  سازی دقیق توزیعمدل        

سازی  نظر گرفتن یک توزیع نامتقارن، طرح شبیهنااریب بسیار مهم است. با در

𝛼𝑍,0,𝑠𝑘𝑒𝑤چوله با پارامتر شکل  از یک توزیع نرمال  𝑍را از طرق رسم = 3 

شده با میانگین  اصلاح کردیم. در این حالت مکان و مقیاس پارامترهای ساخته

شده منطبق  اصلی  نرمال  توزیع  معیار  انحراف  جدول  و  در  نتایج    1است. 

 اند. گزارش شده 
 . BCESو     LIRAهاي : مقايسه روش1جدول 

 

BCES 

 
LIRA 

nmix = 3 
LIRA 

nmix = 1 Input Parameter 

0.00±0.03 refz = z 
0.00±0.03 

0.00±0.03 [0] αY|Z 

1.02±0.15 1.01±0.11 1.02±0.12 [1] βY|Z 
0.13±0.01 0.09±0.03 0.09±0.03 [0.1] σY|Z,0 

 

ارزیابی  

انتقال به  

 سرخ

-

0.01±0.10 [0] αY|Z 

  1.02±0.12 [1] βY|Z 

  0.83±0.45 [1] ϒY|Z 

  0.09±0.03 [0.1] σY|Z,0 
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 گيري بحث و نتيجه
قضیه بیز کاربردهای زیادی در نجوم دارد که در این مقاله یکی از کابردهای     

های رگرسیونی بیزی مورد  و همچنین مدل   انفجار اشعه گاما  لیتحلآن در  

خطی بیزی شامل تعداد زیادی پارامتر   برازش های دلم مطالعه قرار گرفتند.

های سلسله مراتبی می تجزیه و تحلیل مدل  که باید برآورد شوند.  هستند

  ( انجام شود. MCMCهای مارکوف مونت کارلویی )سازی زنجیرواند با شبیهت

مدل    کیبرازش پارامتر تحت    نیبهتر  یز یبا استفاده از چارچوب بدر حقیقت  

مارکوف مونت    یرها یزنج  تمیورنجوم با الگ   یامواج گرانش  یهاخاص از داده 

قرار  ییکارلو مطالعه  این  گرفت.مورد  تماز  رابطهکه  بهام  مدل  صورت  های 

صورت کارا و مؤثر با  تواند بهاند، توزیع پسین میاحتمال شرطی بیان شده 

این مقاله ی  برداری گیبز بررسی شود.نمونه ب  کدر  مطالعه    یبرا  یزیمدل 

مشکلات  گرفت.  قرار  یزمان در حال تحول در نجوم  مورد بررس  اسی روابط مق

مدل  برازش  داده  یهامهم  با  دارا  ییهابرازش    ی ریگاندازه   یخطا   یکه 

 یذات  یو مجهول بودن پراکندگ  ار،یاز معلوم بودن انحراف مع  یانسی وارناهم

  ن یدو روش برازش برآورد کمتراز  .  گرفتمورد تحلیل و بررسی قرارهستند  

که هر دو روش    استفاده شد  ردامربعات وزن  نیو برآورد کمتر  یمربعات معمول

و برازش متعامد    مسازیوابسته هستند. در ادامه برازش ن  یفقط به برازش خط

طریق  از    ،یمجموعه داده نجوم  کیروش با استفاده از    نیا  شدند و  مطرح    زین

استفاده    یبرا   یساز هیشب برآوردگرها  همچنین  محاسبه  برای    LIRAشد. 

شد بهینه  نجومی  که    مطالعات  شد  داده  نشان  سرخو  به  نقشی ها  انتقال 

نرمال  های مطرح شده دارند. زمانبرجسته در روش وابسته به شیب،  های 

توانند مشخص شوند. انحراف از  ها میهای ذاتی و همبستگیبودن، پراکنش

رادیویی می امواج  با  رابطه منحنی  و  بودن  برای آنخطی  ها محاسبه  تواند 

یر مطالعات جاری  تواند تحت تأثای که انتخاب و روش اریبی را میشود. درجه 

ها مشخص  سازیتواند با یک سری از شبیههای بعدی قرار دهد میو نمونه 

شود در صورتی خطی ساده استفاده می   برازششود. در اکثر مقالات نجومی از  

خطی های غیرگیری از مدلخطی چندگانه و یا بهره  برازشکه ممکن است  

باشد.  موثر  مدل  انتخاب  بهبودی  شب  در  چون    یمیمفاه  یسازهیبه کمک 

و پراکنش    تیبودن، اندازه عدم قطع  یانحراف از خط   ،یخط  یگذار اس یمق

که در    شوندی م  یمعرف  BCES  یبرآوردگرها   انیدر پای بررسی شدند.  ذات

  کی در    OLSو    WLSبرآوردگرها را با    ن یکاربرد دارند و ا  ینجوم فراکهکشان

 شد.   سهیمطلق مقا  یرنگ در برابر بزرگ  یمدل خط

 

 منابع و مراجع 
[1]   B. P. Abbott et al., “Observation of 

Gravitational Waves from a Binary 

Black Hole Merger”, Phys. Rev. Lett. 

116, 061102 (2016). 

[2] W.A. Baum, “Population Inferences from Star 

Counts, Surface Brightness and Colors” 

Publications of the Astronomical 

Society of the Pacific, Vol. 71, No. 419 

(1959), p.106-117  

 

 

 

[3] M.A. Bershady, “The optical and near-

infrared colors of galaxies. 2: Spectral 

classification”, The Astronomical 

Journal, vol. 109, no. 1669 (1995), p. 

87-120 

[4] N. J. Cornish and J. Crowder, “LISA data 

analysis using Markov chain Monte 

Carlo methods”, Phys. Rev. D72, 

043005 (2005). 

[5] N. J. Cornish and T. B. Littenberg, “Tests of 

Bayesian model selection techniques for 

gravitational wave astronomy”, Phys. 

Rev. D 76, 2007. 

[6] N. J. Cornish and E. K. Porter, “MCMC 

exploration of supermassiveblack hole 

binary inspirals”, Class. Quant. Grav. 

23, S761 (2006). 

[7] E.D. Feigelson, & G.J. Babu, “Linear 

regression in astronomy. II”, 

Astrophysical Journal, Part 1, vol. 397, 

no. 1 (1992), p. 55-67.  

[8] E. D. Feigelson, and G. J. Babu, Modern 

Statistical Methods for Astronomy. 

Cambridge Univ. Press, Cambridge, 

2012. 

[9] W. Hastings, “Monte Carlo sampling methods 

using Markov chains and their 

applications”, Biometrika 57, (1970) 

97-109. 

[10] B. C. Kelly, Some Aspects Of Measurement 

Error In Linear Regression Of 

Astronomical Data, The Astrophysical 

Journal, 665, (2007), 1489-1506.  

[11] T. B. Littenberg, “Comprehensive Bayesian 

approach to gravitational wave 

astronomy”, Ph.D. dissertation, United 

States -- Montana: Montana  

State University; 2009. 

[12] A. B. Mantz, A Gibbs Sampler for 

Multivariate Linear Regression , 

Monthly Notices of the Royal 

Astronomical Society, 457, (2016), 

1279-1288. 

[13] G. Schilling, “Flash! The hunt for the biggest 

explosions in the universe”, Cambridge 

University Press, The Edinburgh 

Building,  

Cambridge CB2 2RU, UK,2002. 

[14] R. Stanek, E. Rasia, A. E. Evrard, F. Pearce, 

and L. Gazzola, Massive Halos in 

Millennium Gas Simulations: 

Multivariate Scaling Relations, 715, 

(2010), 1508-523. 

[15] S.A. Stanford, P.R.M., Eisenhardt, & M. 

Dickinson, “Evolution of Infrared-

selected Galaxies in Z approximately 

0.4 Clusters”, Astrophysical Journal, 

vol. 450 (1995) , p.512. 

[16] J.A. Willick, “Calibration of the CCD Tully-

Fisher relation with application to the 

Perseus-Pisces supercluster”, Ph.D. 

thesis, University of California, 

Berkeley, 1991. 

 


